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Definiciones básicas

Juegos TU

Los juegos coalicionales modelizan situaciones en las que la cooperación
entre los agentes frecuentemente supone un beneficio para la coalición
total que debe ser repartido. Pueden ser de dos tipos:

Juegos de costes

Juegos de beneficios
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Definiciones básicas

Conjuntos asociados a los juegos TU

Asignaciones eficientes:

H = {x ∈ RN :
n∑

i=1

xi = v(N)}

Conjunto de imputaciones:

I (v) = {x ∈ H : xi ≥ v(i),∀i ∈ N}

I (c) = {x ∈ H : xi ≤ c(i),∀i ∈ N}

Núcleo:

C (v) = {x ∈ I (v) : x(S) ≥ v(S), ∀S ∈ 2N}

C (c) = {x ∈ I (c) : x(S) ≤ c(S), ∀S ∈ 2N}
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Definiciones básicas

core-center

Soluciones de juego coalicionales

Una solución ψ es una asignación que asocia, con cada juego v ∈ GN un

vector de pagos ψ(v) ∈ RN tal que
∑
i∈N

ψi (v) = v(N).

Core center de un juego equilibrado

Una posible solución del juego es el core-center, que se define de la
siguiente manera: Dado un politopo convexo (el nucleo) K ⊂ H, sea µ(K )
su centro de gravedad.
El core-center de un juego equilibrado v ∈ GN , González D́ıaz y Sánchez
Rodŕıguez (2007), es el centro de gravedad del núcleo C (v), i.e.,

µ(v) = µ(C (v)) ∈ C (v).
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Problema de bancarrota

Problema de bancarrota y juego TU asociado

Problema de bancarrota

Un problema de bancarrota es una tripla (N,E , d), donde N es el conjunto
de acreedores, E ≥ 0 es la cantidad de dinero a repartir que se tiene
inicialmente y d ∈ RN es el vector de demandas que satisface que di ≥ 0 ∀
i ∈ N y

∑
i∈N

di ≥ E . Sea BN la clase de los problemas de bancarrota cuyo

conjunto de acreedores es N.

Juego TU asociado (O’Neill (1982))

Sea GN la clase de los juegos de coealición cuyo conjunto de jugadores es
N.
Dado un problema de bancarrota (E , d) ∈ BN , su correspondiente juego
coalicional asociado es el juego v ∈ GN definido por:

v(S) = max
{

0, E −
∑

j∈N\S

dj

}
, S ⊂ N.
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Problema de bancarrota

Problema de pago de impuestos

Otro contexto de aplicación:(Thomson (2003))

Podemos interpretar la tripla anterior como un juego de reparto de
impuestos: N es el conjunto de contribuyentes, d es el vector de ingresos
brutos y E es el dinero que necesita el estado. La repartición de E en este
caso corresponderá a lo que debe pagar cada contribuyente.

Ambos problemas son equivalentes.
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Problema de bancarrota

Reglas del problema y soluciones del juego

Reglas de bancarrota:

Una regla R es una función que asocia, con cada (E , d) ∈ BN un vector
R(E , d) ∈ RN t.q

∑
i∈N

Ri (E , d) = E y 0 ≤ R(E , d) ≤ d .
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Una interpretación del core-center
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Núñez Lugilde,I. & Espinoza Burgos,N. ( Departamento de Estat́ıstica e Investigación Operativa [] Universidade de Vigo. Spain )Algoritmos core-center 10/10/2019 11 / 79



Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Una interpretación del core-center

(
∆ + v(1), v(2), v(3)

) (
v(1),∆ + v(2), v(3)

)

(
v(1), v(2),∆ + v(3)

)

x
1

=
v

(1)

x3 = v(3)

x 2
=

v
(2

)

C(V )

x
1

=
d

1

x 2
=

d 2

x3 = d3

1%

10%

35%

54%
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Algoritmo exterior: Teselación del conjunto
de imputaciones

Núcleos de bancarrota

Considerando el conjunto de las coaliciones

F =
{
T ⊂ N : |T | ≤ n − 2,

∑
i∈T

di < E
}
.

se tiene que T ∈ F ⇔ pT = Vol(C (vT )) > 0.

Elementos maximales

Si T ∈ F es un elemento maximal, entonces C (vT ) = I (vT )

Descomposición del conjunto de imputaciones

I (v) = C (v) ∪
( ⋃

S∈F
C (vS)

)
,
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Formulación algoritmo exterior ( Sánchez
Rodŕıguez et al (2018))

Calcular
familia F

Start F=∅

Identificar
elementos
maximales

de F, H

Guardar
los juegos
de utoṕıa
junto con
sus pesos

Actualizar
modelo
F=F\H

Cálculo de
core-center

Finish

No

Si
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Algoritmo exterior

El núcleo del problema E = 10, d = (2, 4, 7, 9)
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo de 4 jugadores

E = 10, d = (2, 4, 7, 9); F =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}

}
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo de 4 jugadores

C(V4)

C(V1,3)

C(V1,2)

E = 10, d = (2, 4, 7, 9); F =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}

}
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo de 4 jugadores

C(V1)

E = 10, d = (2, 4, 7, 9); F =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}

}
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo de 4 jugadores

C(V2)

E = 10, d = (2, 4, 7, 9); F =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}

}

Núñez Lugilde,I. & Espinoza Burgos,N. ( Departamento de Estat́ıstica e Investigación Operativa [] Universidade de Vigo. Spain )Algoritmos core-center 10/10/2019 15 / 79



Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo de 4 jugadores

C(V3)

E = 10, d = (2, 4, 7, 9); F =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}

}
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo de 4 jugadores

C(V )

E = 10, d = (2, 4, 7, 9); F =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}

}
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Cuanto más grande sea F , mayor complejidad tendrá el algoritmo.

Si solo hay coaliciones de un jugador en F , el algoritmo solo tendrá
un paso.

Se ejecuta con el código exterior(E,d)
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Algoritmo interior al núcleo

Partición del núcleo

Proposición: Sea (E,d)∈ BN un juego de bancarrota, v∈ GN su juego
asociado y C(v) el núcleo de dicho juego, existe un problema de
bancarrota (E,d’)∈ BN , siendo v’∈ GN su juego asociado y C(v’) el núcleo

de dicho juego t.q
∑

i∈N di
2 = E y C (v ′) ⊆ C (v). Llamaremos al núcleo de

este juego pieza base.
Una posible pieza base será el núcleo del problema (E,d’) con d’:

d ′i = min
{2E −

∑n
i=1 di

n − i + 1
, di

}
, i ∈ N
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Descomposición del núcleo de bancarrota.

Sea (E,d)∈ BN un juego de bancarrota, v ∈ GN su juego de bancarrota
asociado y (E,d’) su problema base asociado. Se definen los problemas de
bancarrota de cada jugador (E{i}, d{i}) según la siguiente tabla:

d ′i < di

E{i} E − d ′i

d{i} (d{i})j =

{
di − d ′i si j = i

di si j 6= i

a{i} a{i}(j) =

{
d ′i j = i

0 j 6= i

Denotamos por v{i}, i = 1, ...n a cada juego de bancarrota asociado al
problema (E{i}, d{i}).
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Descomposición del núcleo de bancarrota.

Proposición:

∀i ∈ N, sea v{i} el juego asociado a cada problema de bancarrota de cada
jugador (E{i}, d{i}), se tiene que:

1 C (v{i}) ⊂ C (v)

2 Vol(C(v’)∩ C(v{i}))=0

Proposición:

Sea (E,d)∈ BN un juego de bancarrota, v ∈ GN su juego asociado, (E,d’)
su juego base y (E{i}, d{i}), i = 1, ..., n, sus juegos asociados a cada
jugador, se tiene que:

∪i∈NC (v{i}) ∪ C (v ′) = C (v)
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo de descomposición para 4 jugadores

Sea el problema de bancarrota (E,d) con E=10 y d=(2,4,7,9).

Figure: Nucleo del juego (E,d)
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo de descomposición para 4
jugadores(2)

Dicho juego se descompone en 2:

(E,d’), con d’=(2,4,7,7)
(E{4}, d{4}) con E{4} = 3 y d{4} = (2, 4, 7, 2)
Nótese que el resto de problemas son vaćıos ya que
E{i} − (E − di ) = 0

C(E , d′)

C(E{4}, d{4})
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Formulación del algoritmo

Start

center=0,volumen=0

d(i)≥E∀
i=1,...,n ó∑n
i=1d(i)=2·E

Realizar la
descom-
posición
en n+1

problemas

Calcular Vol1=Vol(C(v’)) y
guardar volumen=volumen+Vol1

y c=(d’(1)/2,...,d’(n)/2)·Vol1

Actualizar, cada E{i} = E ,d{i} =

d y calcular Vol{i}, i=1,...n

Cálculo de core-center con su peso
(c=center·Vol), center=center+c,

volumen=volumen+Vol. Por
último, core-center= center

volumen

Finish

No

Si
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo algoritmo interior

E=10,d=(2,4,7,9)

C(E{4}, d{4})

C(E , d′)
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Cuantos más lejos estén las demandas del estado, menor número de
juegos aparecerán en la descomposición.

La familia F de los juegos de la descomposición serán más simples
que la familia F inicial

Se ejecuta con el código interior(E,d)
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Algoritmo combinado

Algoritmo interior

Los problemas (E{i}, d{i}) tienen
menos cortes que el problema
inicial.

Algoritmo exterior

Mayor complejidad cuando
entran más cortes ya que falta
más espacio por cubrir del
conjunto de imputaciones.
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Formulación

Start

center=0

d(i)≤E∀
i=1,...,n ó∑n
i=1d(i)=2·E

d1 + d2 < E

Realizar la
descom-
posición
en n+1

problemas

Calculamos
el core-

center y sus
pesos con

el algoritmo
exterior

Guardar
c=(d(1)/2,...,d(n)/2)·Vol(C(v’))/Vol(C(v))

Actualizar, cada E{i} = E ,d{i} = d , i=1,...n.

Calcular Vol(v′) y c = µ(v′)/Vol(v′)

Cálculo de core-center con su
peso (c) y center=center+c

Finish

No No

Si

Si
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Ejemplo

E=10, d=(2,4,7,9).

Caso 2.1:

Calculamos µ(v ′) y Vol(E’,d’). Guardamos dicho core-center promediado
con su volumen y, el otro problema es:
E{4} = 3,d{4} = (2, 4, 7, 2),a{4} = (0, 0, 0, 7)
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Caso 2.2:

Aplicamos algoritmo exterior del siguiente core:

C(E{4}, d{4})
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Iteración número 2: E=3,d=(2,4,7,2). Algoritmo exterior: F={{1}, {4}}:

C(v4)

C(v1)
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Problema de bancarrota Cálculo del core-center

Usamos las partes positivas de los dos algoritmos anteriores.

Tenemos que determinar en que problemas será mejor descomponer y
en cuales será mejor usar el algoritmo exterior.

Dependerá de las demandas y del número de jugadores.

Se ejecuta con el código combinacion(E,d,t), siendo t la coalición a
partir de la cual se realizará la descomposición, determinada por el
usuario.

Con un número de jugadores alto, es una buena forma de
aproximación.
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Problema del aeropuerto
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Problema del aeropuerto

Problema del Aeropuerto

Un problema del aeropuerto es un par (N,C ) siendo N = {1, ..., n} el
conjunto de todas las compañ́ıas que operan en el aeropuerto, ordenadas
según la necesidad de la pista de menor a mayor, y C ∈ Rn el vector donde
cada componente se corresponde con el coste de mantenimiento de la
pista de aterrizaje de cada agente, es decir, cada compañ́ıa, i ∈ N, se
caracteriza por el coste de mantenimiento de los tramos de pista
necesarios, el i-ésimo elemento del vector C , ci .

c1

c2

c3...

cn
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Problema del aeropuerto

Juego TU asociado (Juego del Aeropuerto)

Sea (N,C ) problema del aeropuerto, su correspondiente juego de costes
asociado es el juego (N, c), con función caracteŕıstica

c(S) = max
i∈S

ci ∀S ⊂ N

Conjunto de imputaciones:

I (N, c) =

{
x ∈ Rn : xi ≤ ci ,

∑
i∈N

xi = cn

}
X2

X3

X1
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Problema del aeropuerto

Core del juego:

C (N, c) = {x ∈ I (N, c) : x(S) ≤ c(S), ∀S ⊆ N}

=

{
x ∈ Rn :

∑
i∈S

xi ≤ max
i∈S

ci , ∀S ⊆ N ,
∑
i∈N

xi = cn

}

X2

X3

X1
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Problema del aeropuerto

Core del juego:

Ĉ (N, c) =

x ∈ Rn−1 : x ≥ 0,
∑
j≤i

xj ≤ ci ∀i < n



X2

X3

X1
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Problema del aeropuerto

Ĉ (N, c) =
{

x ∈ Rn−1 : Ax ≤ b
}

A =

(
−In−1

A′

)
=



−1 0 · · · 0
0 −1 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · −1
1 0 · · · 0
1 1 · · · 0
...

. . .
...

1 1 · · · 1


b =



0
...
0
c1

c2
...

cn−1


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Problema del aeropuerto

X2

X1

x1 = c1

x1 + x2 = c2

Ĉ

Core proyectado (3 agentes)

X2

X3

X1

Ĉ
x1 = c1

x1 + x2 = c2

x1 + x2 + x3 = c3

Core proyectado (4 agentes)
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Problema del aeropuerto Core-Center

Core-center del juego del aeropuerto

En el art́ıculo González D́ıaz y Sánchez Rodŕıguez (2016) se obtuvo que

µ̂j(C ) =
Vn(c1, . . . , cj , cj , . . . , cn−1)

Vn−1(c1, . . . , cj , . . . , cn−1)
∀j < n (1)

µn(C ) =
Vn(c1, . . . , cn)

Vn−1(c1, . . . , cn−1)
(2)

Donde el volumen el core proyectado se puede calcular de forma recursiva
mediante la siguiente expresión

Vk(c1, . . . , ck) =


c1 si k = 1
c2

2

2 −
(c2−c1)2

2 si k = 2
ckk
k! −

(ck−c1)k

k! −
∑k−1

i=2
(ck−ci )

k−i+1

(k−i+1)! Vi−1(c1, . . . , ci−1)

(3)
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Problema del aeropuerto Core-Center

X2

X1

Ĉ

µ1 =
V3(c1, c1, c2)

V2(c1, c2)
(4)

X2

X3

X1

Ĉ ′x2 = 0

x1 = 0
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Problema del aeropuerto Core-Center
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Problema del aeropuerto Core-Center

X2

X1

Ĉ

µ2 =
V3(c1, c2, c2)

V2(c1, c2)
(5)

X2

X3

X1

Ĉ ′x2 = 0

x3 = 0
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Problema del aeropuerto Core-Center
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X1

Ĉ
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Aceptación/Rechazo

S c = (c1, . . . , cn)
Simulación de un punto, p, en

[0, c1]× · · · × [0, cn−1] ¿p ∈ Ĉ? EŚı

No
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Aceptación/Rechazo

S

c = (c1, . . . , cn)
K tama~no muestral

k iteraciones MonteCarlo

Simulación de un punto, p, en
[0, c1]× · · · × [0, cn−1]

¿p ∈ Ĉ?

Introducir el punto en la muestra
X = X ∪ {p}

¿|X | = K?

Calcular el core center
µ =media(X )

Introducir core center en la muestra MC
MC = MC ∪ {µ}

¿|MC | = k?

Calcular aproximación
µ =media(MC )

E

Śı

Śı

Śı

No

No

No
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Śı

No

No

No

Núñez Lugilde,I. & Espinoza Burgos,N. ( Departamento de Estat́ıstica e Investigación Operativa [] Universidade de Vigo. Spain )Algoritmos core-center 10/10/2019 42 / 79



Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Aceptación/Rechazo

S

c = (c1, . . . , cn)
K tama~no muestral
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Simulación de un punto, p, en
[0, c1]× · · · × [0, cn−1]
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Introducir el punto en la muestra
X = X ∪ {p}

¿|X | = K?

Calcular el core center
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Introducir core center en la muestra MC
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¿|MC | = k?

Calcular aproximación
µ =media(MC )

E

Śı

Śı

Śı

No

No

No
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Número medio de repeticiones

El número medio de comparaciones necesarias para obtener un punto
dentro del conjunto deseado seŕıa

copt =

∏n−1
i=1 ci

Vn−1(c1, . . . , cn−1)

Por esto, una de los inconvenientes más relevantes de este método es que
para dimensiones elevadas este algoritmo resultará muy lento.
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Inversión

Idea general

En este método, detallado en Cao Abad (2002), a partir de la función de
densidad f (x), se calcula la función de distribución F (x), esta se podŕıa
considerar como una nueva variable con distribución uniforme, es decir,
U = F (x) ∼ U(0, 1), por el teorema anterior se sabe que F−1(U) tiene
como función de distribución F . La idea seŕıa generar puntos
uniformemente distribuidos, u, y devolver F−1(u) como simulación.

f (x1, ..., xn) = f1(x1) · f2(x2|x1) · f3(x3|x1, x2) · ... · fn(xn/x1, ..., xn−1)
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uniformemente distribuidos, u, y devolver F−1(u) como simulación.

f (x1, ..., xn) = f1(x1) · f2(x2|x1) · f3(x3|x1, x2) · ... · fn(xn/x1, ..., xn−1)
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Inversión

En resumen, tenemos las siguientes funciones de distribuciones

F1(x1) =
Vn−1(x1, c2, c3, . . . , cn−1)

Vn−1(c1, . . . , cn−1)

con 0 < x1 < c1

Fi (xi |x1, . . . , xi−1) =


Vn−i (xi ,ci+1−

∑i−1
j=1 xj ,...,cn−1−

∑i−1
j=1 xj )

Vn−i(ci−
∑i−1

j=1 xj ,...,cn−1−
∑i−1

j=1 xj)
si i < n − 1

xi
Vn−i(ci−

∑i−1
j=1 xj ,...,cn−1−

∑i−1
j=1 xj)

si i = n − 1

con 0 < xi < ci −
∑i−1

j=1 xj .
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Inversión

S c = (c1, . . . , cn) Simulación de un punto, u ∈ [0, 1]n−1 E
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Inversión

S c = (c1, . . . , cn)
Simulación de un punto, u ∈ [0, 1]n−1

x1 = F−1
1 (u1)

E
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Inversión

S c = (c1, . . . , cn)
Simulación de un punto, u ∈ [0, 1]n−1

x1 = F−1
1 (u1)

x2 = F−1
2 (u2|x1)

E

Núñez Lugilde,I. & Espinoza Burgos,N. ( Departamento de Estat́ıstica e Investigación Operativa [] Universidade de Vigo. Spain )Algoritmos core-center 10/10/2019 49 / 79



Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Inversión

S c = (c1, . . . , cn)

Simulación de un punto, u ∈ [0, 1]n−1

x1 = F−1
1 (u1)

x2 = F−1
2 (u2|x1)

...
xn−1 = F−1

n−1(un−1|x1, . . . , xn−2)

E
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Inversión

S

c = (c1, . . . , cn)
K tama~no muestral

k iteraciones MonteCarlo

→Simulación de u, uniforme en
[0, 1]n−1

→Cálculo de la primera coordenada
x1 = F1(u1)

i = 1

i=i+1

Cálculo de la coordenada i ∈ {1, . . . , n − 1}
xi = Fi (ui |x1, . . . , xi−1)

¿i = n − 1?

Introducir el punto en la muestra
X = X ∪ {(x1, . . . , xn−1)}

¿|X | = K?

Calcular el core center
µ =media(X )

Introducir core center en la muestra MC
MC = MC ∪ {µ}

¿|MC | = k?

Calcular aproximación
µ =media(MC )

E

Śı

Śı

Śı

No

No

No

F1(x1) =
V3(x1, c2, c3)

V3(c1, c2, c3)

F2(x2|x1) =
V2(x2, c3 − x1)

V2 (c2 − x1, c3 − x1)

F3(x3|x1, x2) =
x3

V1 (c3 − x1 − x2)

Este caso es más complejo para obtener las
expresiones explicitas de las funciones
inversas.
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método Hit-and-Run

Idea general

En este algoritmo (ver Smith (1984) y Emiris y Fisikopoulos (2018)) a
partir de un punto interior se simula uniformemente una dirección en la
que nos podemos mover, es ahora cuando simulamos un punto
uniformemente distribuido en la intersección de la recta que define dicho
vector director y el punto original, con nuestro core proyectado.
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método Hit-and-Run

X2

X1

P0

Núñez Lugilde,I. & Espinoza Burgos,N. ( Departamento de Estat́ıstica e Investigación Operativa [] Universidade de Vigo. Spain )Algoritmos core-center 10/10/2019 53 / 79



Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método Hit-and-Run

X2

X1

P0.. .
pinf psup
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Método Hit-and-Run
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método Hit-and-Run

X2

X1

P0 P1. .
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método Hit-and-Run

X2

X1

P0 P1. .

.

.

pinf

psup
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método Hit-and-Run

X2

X1

P0 P1

P2

. .
.
.

.

pinf

psup

Núñez Lugilde,I. & Espinoza Burgos,N. ( Departamento de Estat́ıstica e Investigación Operativa [] Universidade de Vigo. Spain )Algoritmos core-center 10/10/2019 58 / 79



Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Hit-and-Run

S
c = (c1, . . . , cn)

Punto interior P0
Selección de la dirección E
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Hit-and-Run

S
c = (c1, . . . , cn)

Punto interior P0

Selección de la dirección
Cálculo del segmento intersección

E
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Hit-and-Run

S
c = (c1, . . . , cn)

Punto interior P0

Selección de la dirección
Cálculo del segmento intersección

Simulación de un punto P
E
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Método de Hit-and-Run

S

c = (c1, . . . , cn)
K tama~no muestral

k iteraciones MonteCarlo

Considerar un punto interior, P0

Inicializar i = 0

Selección de una dirección aleatoria
e

vector director de la recta r

i = i + 1

¿i = 1?

→ Cáculo del segmento de la coordenada e, r ∩ Ĉ

λ = maxi

{
λ ∈ R : λA′:,i ≤ c − A′P0

}
I = (0,P0,e + λ)

→Simulación de la coordenada e sobre I ,
cambiamos la coordenada e de P0 por dicha simulación

Guardar argumentos

e0 = e
prod = c − A′P0

t paso entre P0 y P0new

Introducir el punto en la muestra
X = X ∪ {p}

→ Cáculo del segmento de la coordenada e, r ∩ Ĉ

λ = max
{
λ ∈ R : λA′:,i ≤ prod + tA′:,e0

}
I = (0,P0,e + λ)

→Simulación de la coordenada e sobre I ,
cambiamos la coordenada e de P0 por dicha simulación

Actualización de los argumentos

e0 = e
prod = prod + tA′:,e0

t paso entre P0 y P0new

¿|X | = K?

Calcular el core center
µ =media(X )

Introducir core center en la muestra MC
MC = MC ∪ {µ}

¿|MC | = k?

Calcular aproximación
µ =media(MC )

E

Śı

Śı

NoNo
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Problema del aeropuerto Algoritmos de aproximación

Comparación entre métodos
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Método González-D́ıaz at al.(2016)

Core-center del juego del aeropuerto

En el art́ıculo González D́ıaz y Sánchez Rodŕıguez (2016) se obtuvo que

µ̂j(C ) =
Vn(c1, . . . , cj , cj , . . . , cn−1)

Vn−1(c1, . . . , cj , . . . , cn−1)
∀j < n (6)

µn(C ) =
Vn(c1, . . . , cn)

Vn−1(c1, . . . , cn−1)
(7)

Donde el volumen el core proyectado se puede calcular de forma recursiva
mediante la siguiente expresión

Vk(c1, . . . , ck) =


c1 si k = 1
c2

2

2 −
(c2−c1)2

2 si k = 2
ckk
k! −

(ck−c1)k

k! −
∑k−1

i=2
(ck−ci )

k−i+1

(k−i+1)! Vi−1(c1, . . . , ci−1)

(8)
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Método Lasserre

Cálculo de volumen Lasserre (1983)

Analizamos el cálculo de un politopo para nuestro caso y tendŕıamos la
siguiente expresión

Vol(n − 1,A, b) =
1

n − 1

n−1∑
i=1

bi
|Ai ,i |

Vi (n − 2, Ãt(i), b̃) (9)
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Método de las caras

Desarrollando el anterior método tendŕıamos

µj(N, c) =
1

n Vn−1(c)

n−1∑
i=1

ci√
i
µj(Fi ) V (Fi ) (10)

donde Fi corresponde con el juego de las caras importantes del problema
del aeropuerto González D́ıaz y Sánchez Rodŕıguez (2016). Cada cara se
coincide con el core del producto de dos cores de aeropuertos.
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Teselación

X2

X3

X1

c2

c3

c1
Ĉmax

Ĉ
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Método de Teselación

Sea el juego suma formado por los aeropuertos de n jugadores y vectores
de costes

c(i) = (c1, . . . , ci , 0, . . . , 0)

c(n−i) = (0, . . . , 0, cn−1 − ci , . . . , cn−1 − ci )

respectivamente. Vemos que el jugador i está involucrado en ambos
juegos, es decir, se reparten el coste ci entre los i primeros agentes y
además a este jugador le corresponde otro reparto de la deuda restante en
en segundo juego. El juego aditivo será entonces v (i) = c(i) + c(n−i).
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Ejemplo 4 jugadores
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Primer elemento de la partición, Ĉ (u(1))
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Segundo elemento de la partición, Ĉ (u(2))
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

El último elemento, Ĉ (u(4)), coincide con nuestro core original.
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Comparación entre los métodos exactos
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Problema del aeropuerto Algoritmos Exactos

Objetivo

Cálculo del core-center en esta clase de juegos

Extrapolación de los métodos

Algoritmo Hit-and-Run
Algoritmo de Lasserre

Caso particular: Agentes simétricos

Algoritmo Hit-and-Run
Algoritmo de Caras
Algoritmo de Teselación
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